
1. Являются ли метрикой на вещественной прямой следующие функции:
а) p(x,y)=sin\x-y); б) P(x,y)=~; в) P(x,y)=leX-еуl?

r1+(т+n)-I,т7=n,
2. Пусть р(т, n) = ~ _ т, п Е N (N - множество всех натуральных чисел).

lO, т-n,

Докажите, что пара (N, р) - метрическим пространством?

3. Пусть р(х, у) - метрика на множестве Х . Докажите, что функции РI (х, у) = р(х, у) ,
1+р(х,у)

Р2(Х' у) = ш(1+ р(х, у)), рз(х, у) = min {1,р(х, у)} также являются метриками.

4. В пространстве С[0,2] найдите расстояние между функциями:

а) x(t)=2sinJZ"t, y(t)=2cosJZ"t; б) x(t)=t2, y(t)=6t.

5. В пространствах С[О, 2], C1[0, 2], С2[0,2] найдите расстояние между функциями:

а) x(t) = t2
, y(t) = Зt + 4; б) x(t) = t2

- 8t -1, y(t) = -4t + 3 .
6. Можно ли в линейном пространстве непрерывно дифференцируемых на [а,Ь] функций

принять за норму элемента x(t) функционал:

а) maxlx(t)I; б) maxlx'(t)I; в) Ix(b)-х(а)l+mахlх'(t)l?
'Е(а,Ь] /Е(а,Ь] /Е(а,Ь]

7. Будет ли замкнутым в пространстве С[а,Ь] множество всех многочленов степени:
а) ~ k; б) = k?

8. Найдите пределы последовательностей х" (t) = ~ в С[0,1] и C1[0,1].
l+n t .

9. Сходится ли последовательность {х.}, х" = (1, -Л, ... , .гп ' о, ...) , в пространстве lз?

10. Компактны ли следующие множества функций в пространстве С[0,1]:

а) {tn:nEN}; б) {n(1-соs(+,t)):nЕN}; в) {sin(n+t):nEN};

г) {sinat:aEffi.}; е) {sinat:aE[l,2J}.
11. Найдите приближенное решение уравнения методом последовательных приближений,

подобрав параметр, гарантирующий сжимаемость отображения:
1 2 3а) -=х +Зх; б) 5х -20х+З=0.
х

r,YI=0,1xl-0,Зх2, 2 2 2
12. Является ли отображение ~ сжимающим в JR[, IR2, JR~ ?

lYl = О, 4-Xi + О, 1Х2

13. Следующие системы преобразуйте так, чтобы их можно было решить итерационным ме-
тодом:
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{
2Х+У=2, {3Х+У=4,

а) б)
х-3у = 1; х+2у = 3;

Сделайте три итерации методом последовательных приближений. Найдите абсолютную и
относительную ошибки найденных приближенных решений.

14. Докажите, что оператор Ax(t) = 21 x(s)ds+l при 121<1 является сжимающим в C[O,l].

Найдите неподвижную точку этого оператора при 2 = 0,5 . Сделайте три итерации мето-
дом последовательных приближений (хо (t) == О). Найдите относительную и абсолютную
погрешности найденных приближенных решений.

15. Докажите, что следующие функционалы в пространстве С[-1,1] являются линейными
непрерывными и найдите их нормы:

а) f(x)=t(x(-1)+x(1»); б) f(x)=2(x(1)-x(0»);
1

в) f(x) = fx(t)dt;
о

1

г) f(x) = f x(t)dt - х(О) ;
-т

]

д) f(x) = f tx(t)dt .
-т

..

t

16. Дан оператор Ax(t) = 3x(t) + (7t-3)x'(t) + f(4s-3)x#(s)ds в пространстве Р' многочленов
о

степени s 2 . Проверьте, что А: р2 -t р2 линейный оператор и найдите:
а) матрицу этого оператора в каноническом базисе {l,t, t2

} ;

б) матрицу этого оператора в базисе {1-2t,3t +t2 ,2+3t2};

в) ядро KerA оператора А;
г) ядро KerA оператора А: с2[0,1] -t с2[0,1].

17. Докажите, что следующие операторы являются линейными ограниченными и найдите их
нормы:

а) А: IR; -t IR;, А(хI'Х2'Х:!) = (Хl'х2,0);

б) А: C[-l,l]-tС[-l,l], Ax(t) = I]x(s)ds- 1sx(s)ds;

в) A:C][0,1]-tС][0,1], Ax(t)=x(.Jt); г) A:C2[O,1]-tС2[0,1], Ax(t)=t !x(s)ds.

18. Определите, при каких (~,~, ...) оператор А: [2 -t [2' А(.х;,х2,.·.) = (~Xl'~X2' ...) является
ограниченным, и найдите его норму в этом случае.

19. Найдите норму оператора А: Х -t Х , Ap(t) = p'(t) +!p(s)ds, если:

а) X=(pl[O,l],II 112)' IIxll2=~!x2(t)dt; б) X=(pl[O,l],II "~), IIxll~=~~lx(t)l·

Указание. Решите соответствующую оптимизационную задачу: "А" = supllAxll,
Н';l

x(t) == аг=Ь« pl[O,l].

20. Найдите норму матричного оператора А: IR; -t IR; (в евклидовой метрике):

а) A==[l; ~ ~2J; б)A==[~; ~ ~J .
О -2 6 1 1 8

21. Исследуйте последовательность операторов {А,,} с L( Х , Х) на поточечную и равномер-
ную (по норме) сходимость в следующих случаях:

а) Х == [2' А"х = (ХI' ...,хn,О, ), Х == (Хl'х2,···)Е [2;

б) Х =[2' A"x==(Xn+I'Xll+2,O, ), Х=(ХрХ2,···)Е [2;
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в) Х = С[О,1], (A,.x)(t) = tn(1- t)x(t), t Е [0,1] ;
I

г) Х = C[O,l] , (A,.x)(t) = п Г;;- x(s)ds, t Е [0,1] ;

д) X=C[O,l], (A,.X)(t)=tnX(t), tE[O,I].

22. Покажите эквивалентность норм 11·111' 11·112И II·II~ в конечномерном нормированном про-
странстве Х , т.е. найдите такие положительные константы С, и С2' чтобы для любой па-

ры норм 11·11' и 11·.11" выполнялось двойное неравенство c1I1xll':::; IIxlГ :::; c2l1xll' для всех
ХЕ Х.

23. Покажите, что нормы IIxllc = ~~~lx(t)1 и IIxllc1 = 1Ix(t*t не эквивалентны в пространстве

С[О,I]. Указание: исследуйте на сходимость в этих нормах последовательность хn (t) = г" .

24. Докажите, что оператор A:C[O,1]~C[O,I], (Ax)(t)=x(t)+21es+tx(s)ds имеет ограни-

ченный обратный оператор А-\ и найдите его.
:r

25. Решите интегральное уравнение x(t) - 2 Jcos(t +s)x(s)ds = y(t) в классе С[О,л].
о

26. В вещественном линейном пространстве С[-л,л] найдите собственные значения и соб-
х

ственные векторы оператора Ax(t) = Jcos(t + s )x(s )ds .
о

27. В вещественном линейном пространстве С[О,л] найдите собственные значения и собст-
венные векторы оператора Ахи) = xH(t), если оператор определен на множестве
D(A) = (ХЕ С[О,л]: хНЕ С[О,л], х(О) = х(л) =О}.

28. Найдите спектр (У(А) и резольвенту R;. (А) оператора Ax(t) = 1x(s)ds в пространстве

С[О,I].
29. Какие из следующих операторов А: С[О,I] ~ С[О,I] являются компактными:

а) Ax(t) = r x(s)ds; б) Ахи) = tx(t) ; В) Ax(t) = х(О) + tx(l) ;

г) Ax(t) = 1e"x(s)ds; д) Ax(t) = x(t2).

30. Покажите, что следующие отображения являются дифференцируемыми и найдите их
сильные производные:

{

УI = 2xt + x,x~ - х,Хз,

а) f:JR~ ~JR~, Y2=x\~-3~+x\.x:, в точке (1,1,1);

2 2 2 4 2УЗ = Х1 хз - х2Хз,

б) f: чо.п ~ чо.п. f(x(t» = 1x2(s)ds;

в) f:C[O,I]~C[O,I], f(x(t»= lk(x(s»ds (k(t)ECI[O,I]).

31. Найдите оператор, сопряженный к оператору А: L;. [О,1]~ L;. [О,1], если:

а) Ax(t) = r x(s)ds; б) Ax(t) = tx(t) ; В) Ax(t) = t 1x(s)ds .

32. Найдите оператор, сопряженный к оператору А: 1, ~ 1[ , если:

а) Ах=(ХI' ...,хn,О, ...); б) AX=(~XI'~X2'''.)' 12nl:::;1 '\/n;

в) Ах=(О,.л"х2, ...); г) Ах=(х2,хз, ...).
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