
0.1 Ðàâíîâåñèå äðîæàùåé ðóêè1.

Âñïîìíèì ïðîñòîé ïðèìåð, ñ êîòîðîãî ìû íà÷àëè ðàññìîòðåíèå äèíàìè÷åñêèõ èãð:
Èãðîê 1

Èãðîê 2
TT TN NT NN

T 0,0 -5,10 0,0 -5,10
N 10,-5 -10,-10 10,-5 -10,-10

Áåç ïîäñêàçêè äîâîëüíî òðóäíî óçíàòü çà ýòîé ìàòðèöåé âûèãðûøåé ¾ëîáîâóþ àòàêó¿ (ñì. ñòð. ...), åù¼
ñëîæíåå âîññòàíîâèòü ñâîéñòâî ñîâåðøåíñòâà ïî ïîäûãðàì. Òåì íå ìåíåå, çàêðàäûâàåòñÿ ïîäîçðåíèå, ÷òî
íå âñå ðàâíîâåñèÿ òóò ðàâíîçíà÷íû (íàïîìíèì ðàâíîâåñíûìè â ýòîé èãðå áóäóò ïðîôèëè: (N, TT), (N, NT)
è (T, NN)). Íî êàê îòëè÷èòü ¾õîðîøèå¿ ðàâíîâåñèÿ îò ¾ïëîõèõ¿? Âîçìîæíî ëè âîññòàíîâèòü ñîâåðøåííûå
ðàâíîâåñèÿ íå çíàÿ ñòðóêòóðû ïîäûãð?

Îòâåò íà ïîñëåäíèé âîïðîñ óòâåðäèòåëüíûé. Îñíîâíàÿ èäåÿ � ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èãðîêè èíîãäà îøè-
áàþòñÿ, òî åñòü ñ íåêîé ìàëîé âåðîÿòíîñòüþ âûáèðàþò íåðàâíîâåñíûå ñòðàòåãèè. Òîãäà âåðîÿòíîñòü ïî-
ïàäàíèÿ â êàæäóþ èç ïîäûãð ïîëîæèòåëüíà, ñëåäîâàòåëüíî, íåñîâåðøåííûå ïî ïîäûãðàì ðàâíîâåñèÿ
ïåðåñòàíóò óñòðàèâàòü èãðîêîâ. Âïðî÷åì, íå îíè îäíè: è ñðåäè ñîâåðøåííûõ ïî ïîäûãðàì ðàâíîâåñèé íà-
õîäÿòñÿ ¾÷¼ðíûå îâöû¿ � â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìîòðåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû. À ïîêà ïîïðîáóåì
ôîðìàëèçîâàòü ñîâåðøåííîå ðàâíîâåñèå.

Ðàññìîòðèì èãðó â íîðìàëüíîé ôîðìå:

G = 〈N, {si ∈ Si}i∈N, {ui(s)}i∈N〉. (1)

Áóäåì ñ÷èòàòü ýòó èãðó êîíå÷íîé � òî åñòü ìíîæåñòâî èãðîêîâ êîíå÷íî è ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé êàæäîãî
èãðîêà òîæå êîíå÷íî.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðîôèëü ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé σ ∈ ∆(S) â èãðå (1) íàçûâàåòñÿ âïîëíå ñìåøàííûì,
åñëè ëþáàÿ ÷èñòàÿ ñòðàòåãèÿ ëþáîãî èãðîêà èãðàåòñÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ãîâîðèòü íå òîëüêî î âïîëíå ñìåøàííîì ïðîôèëå ñòðàòåãèé, íî è î âïîëíå
ñìåøàííîé ñòðàòåãèè i-ãî èãðîêà êàê ýëåìåíòå ýòîãî ïðîôèëÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðîôèëü ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé σε íàçûâàåòñÿ ε-îãðàíè÷åííûì ðàâíîâåñèåì â èãðå (1),
åñëè:

1. âåðîÿòíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ i-ûì èãðîêîì ÷èñòîé ñòðàòåãèè si ∈ Si íå ìåíüøå ε(si): ∀i ∈ N
∀si ∈ Si σ

ε
i (si) > ε(si). Çäåñü ÷èñëà ε(si) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ: 0 < ε(si) < ε (îòñþ-

äà àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò, ÷òî σε � âïîëíå ñìåøàííûé ïðîôèëü ñòðàòåãèé),

2. ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèé i-ãî èãðîêà ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì îòâåòîì íà äåéñòâèÿ îñòàëüíûõ (ñ ó÷¼-
òîì 1.):

σεi ∈ Argmax
σi∈∆ε(Si)

ui(σi, σ
ε
−i);

çäåñü ∆ε(Si) � ìíîæåñòâî âïîëíå ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé i-ãî èãðîêà, ïðè÷¼ì òàêèõ, ÷òî ìèíè-
ìàëüíàÿ âåðîÿòíîñòü âûáîðà ÷èñòîé ñòðàòåãèè si ñîñòàâëÿåò ε(si).

Óòâåðæäåíèå 1. Ìîæíî âûáðàòü ε0 > 0 òàêîå, ÷òî ∀ε 6 ε0 ε-îãðàíè÷åííîå ðàâíîâåñèå ñóùåñòâóåò.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1.

Òàê êàê ìíîæåñòâî ÷èñòûõ ñòðàòåãèé êàæäîãî èãðîêà êîíå÷íî, òî ìîæíî âûáðàòü ε0 äîñòàòî÷íî ìà-
ëûì, ÷òîáû ìíîæåñòâî ∆ε(Si) áûëî íåïóñòûì (äîñòàòî÷íî âçÿòü ε0 < 1

max
i∈N
|Si| ). Êðîìå òîãî ∆ε(Si) áóäåò

âûïóêëûì è êîìïàêòíûì � îñòà¼òñÿ ëèøü ñëîâî â ñëîâî ïîâòîðèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Íýøà (ññûë-
êà?), çàìåíÿÿ âåçäå ∆(Si) íà ∆ε(Si). Q.E.D.
Òåïåðü äàäèì îïðåäåëåíèå ñîâåðøåííîãî ðàâíîâåñèÿ:

Îïðåäåëåíèå 3. Ïðîôèëü ñòðàòåãèé σ∗ íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì ðàâíîâåñèåì, åñëè ñóùåñòâóåò òà-
êàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εk}k∈N, ε0 > εk > 0, εk → 0 ïðè k → ∞, ÷òî σ∗ áóäåò ïðåäåëîì íåêîòîðîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè εk-îãðàíè÷åííûõ ðàâíîâåñèé:

σ∗ = lim
k→∞

σεk .
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Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðàçíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {εk} ìîãóò ïîëó÷àòüñÿ ðàçíûå ñîâåðøåííûå ðàâíîâåñèÿ.
Åñëè ìû ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïðåäåë áûë îäèí è òîò æå äëÿ ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {εk}, òî ïîëó÷èòñÿ
åù¼ áîëåå ñèëüíîå ðàâíîâåñèå, ê ñîæàëåíèþ, äàëåêî íå âñåãäà ñóùåñòâóþùåå.

Óòâåðæäåíèå 2. Â èãðå (1) ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ñîâåðøåííîå ðàâíîâåñèå.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2.

Ìíîæåñòâî âñåõ ñìåøàííûõ ïðîôèëåé êîìïàêòíî (êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà êîì-
ïàêòíûõ ìíîæåñòâ). Ïî îïðåäåëåíèþ êîìïàêòíîñòè, èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê êîìïàêòíîãî
ìíîæåñòâà ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê ýëåìåíòó ýòîãî ìíîæåñòâà. Âûáðàâ òà-
êóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç {σεk}k∈N, ïîëó÷èì σ∗ â êà÷åñòâå å¼ ïðåäåëà. Q.E.D.

Âûâåäåì îñíîâíûå ñâîéñòâà ñîâåðøåííîãî ðàâíîâåñèÿ: èõ óäîáíî çàäàòü â âèäå àëüòåðíàòèâíûõ îïðå-
äåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïðîôèëü ñòðàòåãèé σ∗ íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì ðàâíîâåñèåì, åñëè ñóùåñòâóåò òà-
êàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âïîëíå ñìåøàííûõ ïðîôèëåé ñòðàòåãèé {σk}k∈N → σ∗, ÷òî äëÿ âñåõ ÷èñòûõ
ñòðàòåãèé i-ãî èãðîêà âûïîëíåíî:

ui(σ
∗
i , σ

k
−i) > ui(si, σ

k
−i) (i ∈ N).

Â ýòîì îïðåäåëåíèè òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ñîâåðøåííî ðàâíîâåñíàÿ ñòðàòåãèÿ i-ãî èãðîêà σ∗i áûëà íàè-
ëó÷øèì îòâåòîì íà íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ ïðîôèëåé (σk−i), ñõîäÿùóþñÿ ê (σ∗−i), à íå íà
ïðîôèëü ðàâíîâåñíûõ ñòðàòåãèé îñòàâøèõñÿ èãðîêîâ (σ∗−i). Êàê è â ñëó÷àå îïðåäåëåíèÿ 3, óñëîâèå ¾íàè-
ëó÷øåãî îòâåòà¿ äîëæíî áûòü âûïîëíåíî ëèøü äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à íå äëÿ ëþáîé.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ââåñòè åù¼ îäíî îïðåäåëåíèå ñîâåðøåííîãî ðàâíîâåñèÿ, ïîíàäîáèòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå
ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïðîôèëü ñòðàòåãèé σε íàçûâàåòñÿ ε-ñîâåðøåííûì ðàâíîâåñèåì, åñëè

1. îí ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñìåøàííûì,

2. ∀i ∈ N, ∀si ∈ Si, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå s′i ∈ Si, ÷òî

ui(si, σ
ε
−i) < ui(s

′
i, σ

ε
−i),

òî σεi (si) < ε.

Çäåñü íå çàäàíà ìèíèìàëüíàÿ ìåðà âåðîÿòíîñòè, ñ êîòîðîé èãðàþòñÿ ÷èñòûå ñòðàòåãèè êàæäîãî èç
èãðîêîâ è íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðàâíîâåñíàÿ ñòðàòåãèé áûëà íàèëó÷øèì îòâåòîì íà ïðîôèëü ñòðàòåãèé
äðóãèõ èãðîêîâ (êàê â ε-îãðàíè÷åííîì ðàâíîâåñèè 2), íî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ¾íåýôôåêòèâíûå¿ ñòðàòåãèè
èãðàëèñü ñ ìàëîé âåðîÿòíîñòüþ. Îïðåäåëèì ñîâåðøåííîå ðàâíîâåñèå êàê ïðåäåë ε-ñîâåðøåííûõ.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïðîôèëü ñòðàòåãèé σ∗ íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì ðàâíîâåñèåì, åñëè ñóùåñòâóåò òà-
êàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εk}k∈N, ε0 > εk > 0, εk → 0 ïðè k →∞, ÷òî σ∗ áóäåò ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè εk-ñîâåðøåííûõ ðàâíîâåñèé:

σ∗ = lim
k→∞

σεk

Îïÿòü æå, âûáèðàÿ ðàçíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìû áóäåì ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå ðàâíîâåñèÿ. Òåïåðü
äîêàæåì ýêâèâàëåíòíîñòü ââåä¼ííûõ îïðåäåëåíèé.

Òåîðåìà 1. Îïðåäåëåíèÿ 3, 4, 6 ñîâåðøåííîãî ðàâíîâåñèÿ ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.

Äîêàæåì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ 3 ñëåäóåò îïðåäåëåíèå 6, èç 6 � 4, è, çàìûêàÿ êðóã, èç 4 ñëåäóåò 3.
3⇒ 6. Ïóñòü â èãðå (1) σε � ε-îãðàíè÷åííîå ðàâíîâåñèå. Äîêàæåì, ÷òî îíî áóäåò ε-ñîâåðøåííûì (ïðè

ε = ε). Ïåðâîå ñâîéñòâî îïðåäåëåíèÿ 5 âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, à âòîðîå ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ìàêñè-
ìóìà ëèíåéíîé ôóíêöèè: ïóñòü äëÿ êàêèõ-òî äâóõ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé i-ãî èãðîêà s′i è s

′′
i âûïîëíåíÿåòñÿ
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ui(s
′
i, σ

ε
−i) < ui(s

′′
i , σ

ε
−i). Òîãäà ïðåäïîëîæèâ, ÷òî σ

ε
i (s
′
i) > ε (σεi ∈ Argmax

σi∈∆ε(Si)

ui(σi, σ
ε
−i)), çàäàâ ìîäèôèöèðî-

âàííóþ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ i-èãðîêà

σ̄i(si) =

 σε(si), åñëè si 6= s′i, si 6= s′′i ,
ε, åñëè si = s′i,
σεi (s

′′
i ) + σεi (s

′
i)− ε, åñëè si = s′′i ,

(çàìåòèì, ÷òî σ̄i ∈ ∆ε(Si)) è èñïîëüçîâàâ íåðàâåíñòâî{
ui(s

′
i, σ

ε
−i) < ui(s

′′
i , σ

ε
−i)

σεi (s
′
i) > ε

⇒ (σεi (s
′
i)− ε)ui(s′i, σε−i) < (σεi (s

′
i)− ε)ui(s′′i , σε−i)⇒

⇒ σεi (s
′
i)ui(s

′
i, σ

ε
−i) + εui(s

′′
i , σ

ε
−i) < εui(s

′
i, σ

ε
−i) + σεi (s

′
i)ui(s

′′
i , σ

ε
−i),

ïîëó÷èì:
ui(σ

ε) < ui(σ̄i, σ
ε
−i).

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî
σεi ∈ Argmax

σi∈∆ε(Si)

ui(σi, σ
ε
−i).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ïóíêòà îñòà¼òñÿ ëèøü çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå ïîëíîãî ñîâïàäåíèÿ
ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èõ ïðåäåëû ðàâíû.

6⇒ 4. Ïóñòü âûïîëíåíî îïðåäåëåíèå 6. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ðàçî-
áü¼ì âñå ÷èñòûå ñòðàòåãèè i-ãî èãðîêà íà äâà êëàññà: òå, äëÿ êîòîðûõ σεki (si) > d äëÿ âñåõ k > k0, ïðè÷¼ì
ïîñòîÿííàÿ d íå çàâèñèò îò k (îáîçíà÷èì ýòîò êëàññ êàê S′i), è òå, äëÿ êîòîðûõ σεki (si) → 0 ïðè k → ∞
(îáîçíà÷èì ýòîò êëàññ êàê S′′i ). Çàìåòèì, ÷òî σ

∗
i ∈ ∆(S′i) ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ìíîæåñòâî S′i íåïóñòî â ñèëó êîíå÷íîñòè ÷èñëà ñòðàòåãèé i-ãî èãðîêà è òîãî, ÷òî
∑
si∈Si

σi(si) = 1. Òîãäà

ëþáàÿ ñòðàòåãèÿ i-ãî èãðîêà s′i èç ìíîæåñòâà S
′
i äîëæíà áûòü íàèëó÷øèì îòâåòîì íà ïðîôèëü ñìåøàííûõ

ñòðàòåãèé äðóãèõ èãðîêîâ σεk−i ïðè k > k0, ò.å.:

s′i ∈ Argmax
σi∈∆(Si)

ui(σi, σ
εk
−i) (k > k0).

Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å ñóùåñòâîâàëà áû òàêàÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèé σ̄i ∈ ∆(Si), ÷òî ui(σ̄i, σ
εk
−i) > ui(s

′
i, σ

εk
−i).

Íî îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ÷èñòîé ñòðàòåãèè i-ãî èãðîêà s̄i ∈ Si, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî:

ui(s̄i, σ
εk
−i) > ui(s

′
i, σ

εk
−i).

À òîãäà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 6, âûïîëíÿåòñÿ σεki (s′i) < εk è íå ìîæåò áûòü òàêîãî, ÷òî σεki (s′i) > d.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Òàê êàê ëþáàÿ ñòðàòåãèé èç ìíîæåñòâà S′i ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì îòâåòîì íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðî-
ôèëåé σεk−i ïðè k > k0, òî σ∗i ∈ ∆(S′i) òîæå ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì îòâåòîì íà ëþáîé ýëåìåíò äàííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

4⇒ 3. Ïóñòü ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 4 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîôèëåé {σk} ñõîäèòñÿ ïðè k → ∞ ê
ñîâåðøåííî ðàâíîâåñíîìó ïðîôèëþ σ∗. Ñíîâà ðàçîáü¼ì âñå ñòðàòåãèè i-ãî èãðîêà íà äâà êëàññà. Ïóñòü
si ∈ S′i åñëè σ∗(si) > 0 è si ∈ S′′i èíà÷å. Çàìåòèì, ÷òî êëàññ S′i íåïóñò. Òîãäà îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ε′k(si) òàêèì îáðàçîì:

ε′k(si) =

{
1/k, åñëè si ∈ S′i,
σn(si), åñëè si ∈ S′′i .

ε′k = max
i∈N si∈Si

ε′k(si)

Òîãäà ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîèñêó íàèëó÷øåãî îòâåòà i-ãî
èãðîêà íà äåéñòâèÿ îñòàëüíûõ â ε îãðàíè÷åííîì ðàâíîâåñèè (ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k):

ui(σi, σ
ε
−i)→ max

σi

,

σi(si) > ε′k(si), (si ∈ Si)
σi ∈ ∆(Si).

Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ σ∗i ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì îòâåòîì íà ëþáîé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè σki ,
òî åñòü ðåøåíèåì òàêîé çàäà÷è: {

ui(σi, σ
ε
−i)→ max

σi

,

σi ∈ ∆(Si).
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Èç ñâîéñòâ ìàêñèìàëüíîñòè ëèíåéíîé ôóíêöèè ïðè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ èìååì:

ui(si, σ
ε
−i) = c = const ∀si ∈ S′i è ui(si, σε−i) 6 c ∀si ∈ S′′i .

À òîãäà ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ðåøåíèé èñõîäíîé ñèñòåìû áóäåò èìåòü âèä (ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
k):

σεk(si) =

 σ∗(si)−

∑
si∈S′′

i

εk(si)

|S′i|
, åñëè si ∈ S′i,

εk(si), åñëè si ∈ S′′i .
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòà¼òñÿ ëèøü çàìåòèòü, ÷òî εk = max

i∈N si∈Si

εk(si) → 0 ïðè k → ∞ è

σεk → σ∗ ïðè εk → 0. Q.E.D.

0.2 Óïðàæíåíèÿ.

1à. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè σ∗ � ñîâåðøåííîå ðàâíîâåñèå â íåêîòîðîé ñòàòè÷åñêîé èãðå G, òî σ∗ � ðàâíî-
âåñèå Íýøà.

1á. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè σ∗ � âïîëíå ñìåøàííîå ðàâíîâåñèå â íåêîòîðîé ñòàòè÷åñêîé èãðå G, òî σ∗ �
ñîâåðøåííîå ðàâíîâåñèå.

2. Ïóñòü äèíàìè÷åñêàÿ èãðà (âîçìîæíî ñ íåïîëíîé è/èëè íåñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé, íî ñ ïîëíîé
ïàìÿòüþ) Γ ñâåäåíà ê ñòàòè÷åñêîé èãðå G. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè σ∗ � ñîâåðøåííîå ðàâíîâåñèå â èãðå G, òî
σ∗ � ñèëüíî ñåêâåíöèàëüíîå ðàâíîâåñèå â èãðå Γ.

3. Íàéäèòå îøèáêó â âàøåì äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ò.å. ïðèâåäèòå êîíòðïðèìåð ê óòâåð-
æäåíèþ ïóíêòà (2). Ïåðåôîðìóëèðóéòå óñëîâèå óòâåðæäåíèÿ è äîêàæèòå ïî-íîâîé (Ïîäñêàçêà: äåëî â
òîì, ÷òî ïîâåäåí÷åñêèå ñòðàòåãèè, êîòîðûå èãðîê èñïîëüçóåò íà êàæäîì øàãå äèíàìè÷åñêîé èãðû, âîîá-
ùå ãîâîðÿ íå îáÿçàíû áûòü íåçàâèñèìûìè).

4. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, êîãäà ñèëüíî ñåêâåíöèàëüíîå ðàâíîâåñèå íå áóäåò ñîâåðøåííûì (ñ ó÷¼òîì çàäà÷è
3)?

5. Äîêàæèòå, ÷òî ñëàáî äîìèíèðóåìûå ñòðàòåãèè íå ìîãóò âõîäèòü â ñîâåðøåííîå ðàâíîâåñèå ñ ïîëîæè-
òåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ.

6. Òåì íå ìåíåå, âåðíî è ñëåäóþùåå: ïóñòü èãðà G′ ïîëó÷åíà èç èãðû G ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî óäàëå-
íèÿ ñëàáî äîìèíèðóåìûõ ñòðàòåãèé (âîçìîæíî, çà íåñêîëüêî èòåðàöèé), òîãäà â èãðå G ìîãóò ñóùåñòâî-
âàòü ñîâåðøåííûå ðàâíîâåñèÿ, êîòîðûõ íåò â G′. Ïðèâåäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð.

7. Ïóñòü ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíîãî óäàëåíèÿ ñëàáî äîìèíèðóåìûõ ñòðàòåãèé äîâåä¼í äî êîíöà: áîëüøå
óäàëÿòü íå÷åãî. Âåðíî ëè, ÷òî âñå îñòàâøèåñÿ ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ áóäóò ñîâåðøåííûìè?
Äîêàçàòü èëè îïðîâåðãíóòü.

8. Ïóñòü s∗ � åäèíñòâåííîå ðàâíîâåñèå â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ, êîòîðîå íå ìîæåò áûòü âû÷åðêíóòî íè ïðè
êàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëàáî äîìèíèðóåìûõ ñòðàòåãèé. Âåðíî ëè, ÷òî s∗ � åäèíñòâåííîå ñîâåðøåííîå
ðàâíîâåñèå â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ?

9. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, êîãäà òðåáîâàíèå â îïðåäåëåíèè (4) òîãî, ÷òî σ∗i ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì îòâåòîì
(ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k) íà ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âïîëíå ñìåøàííûõ ïðîôèëåé {σk}, {σk} → σ∗,
(k →∞) ïðèâîäèò ê íåñóùåñòâîâàíèþ èñòèííî ñîâåðøåííîãî ðàâíîâåñèÿ (ýòî òåðìèí, àíãë. trully perfect
equilibrium), ïðèòîì, ÷òî ¾îáû÷íîå¿ ñîâåðøåííîå ðàâíîâåñèå ñóùåñòâóåò.

10. Íàéòè âñå ñîâåðøåííûå ðàâíîâåñèÿ â èãðå ¾ñåìåéíûé ñïîð¿.

11. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè σ∗ � ðàâíîâåñèå Íýøà â àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðå (ñåäëîâàÿ òî÷êà), òî σ∗ �
ñîâåðøåííîå ðàâíîâåñèå? Äîêàçàòü èëè îïðîâåðãíóòü.
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