Модуль ИП    Измеримые пространства (и.п.) и измеримые функции (и.ф.)

Вход

Модуль К, Т.   Анализ. Теорема о строении открытых м. на R: ( открытое м. на R является не более чем счетным объединением дизъюнктных интервалов.

Выход
Понятия

	Параметры
	Имя понятия, обозначение
	Определяющее понятие и видовые признаки

	X ( ObS
	(-алгебра в м. Х
	Подмножество ( ( ((X) (   1( (((,   
2( A(( ( X \ A((,  3( An((, n(N ( (An ( (

	X ( ObS
	Измеримое пространство
	Упорядоченная пара <X,(>, где 
( - (-алгебра в Х

	X ( ObS
	Измеримое множество (и.м.)
	Элемент (-алгебры

	X ( ObS, M ( ((X)
	(-алгебра, порожденная с. м. M, ((M)
	Наименьшая (-алгебра, содержащая M



	<X,(X> - т.п.
	Борелевская (-алгебра в т.п. Х, B
	 B = (((X), т.е. наименьшая (-алгебра, содержащая топологию

	<X,(X> - т.п.
	Борелевское м. (в Х)
	Элемент борелевской (-алгебры

	<X, A>, <Y, B> - и.п.
	<A , B> - измеримая функция (и.ф.)
	Отображение f: <X, A> ( <Y, B>( f -1(B) ( A, т.е. прообраз всякого измеримого м. измерим

	<X, A> - и.п.
	Вещественная и.ф.
	<A , B> - и.ф. f: <X, A> ( <R, B>, где B - борелевская (-алгебра в R

	A и B -  (-алгебры
	Произведение  (-алгебр, A(B
	A(B = (({u(v( u(A & v(B}), т.е. наименьшая (-алгебра, содержащая произведения  и. м. 

	
	Простая ф.
	Вещественная ф., м. значений которой не более, чем счетно

	
	Ступенчатая ф.
	Простая ф. с конечным м. значений


Утверждения

УТВ ИП-1 Основное свойство (-алгебр. Конечные и счетные теоретико-множественные операции не выводят за пределы (-алгебры (т.е. пересечение, объединение и разность конечного или счетного числа измеримых м. являются измеримыми м.). 

УТВ ИП-2  Оператор ( : ((((X))( ((((X)) определяется формулой (A( - (-алгебра для (():

((M) = 
[image: image1.wmf]I
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 - наименьшая (-алгебра, порожденная системой множеств М.

Примеры. 1. (({(}) = {(, X}, (({X}) = {(, X}.


2. (({A}) = {A, X\A, (, X} = (({X\A}).


3. A - (-алгебра ( ((A) = A .

УТВ ИП-3  Борелевскими м.  в т.п. являются открытые, замкнутые, компактные, конечные, счетные (и многие другие) м. (следует из определения).

УТВ ИП-4 X = <R, (O - топология окрестностей> ( B : = (((O) = ((M), где M - любое из следующих подмножеств в ((R):

1( (O;    2( {R\u(u((O} - замкнутые м.;   3( {(-(, c) ( c(R};   4( {(-(, c] ( c(R};   5( {(c, +() ( c(R}; 

6(  {[c, +() ( c(R};   7( {(a,b)( a,b(R};   8(    {(a,b] ( a,b(R} 9(  {[a,b) ( a,b(R} 10(  {[a,b] ( a,b(R}.

УТВ ИП-4 ( борелевскими м. на R являются любые промежутки ( любые м., получающиеся из промежутков с помощью не более чем счетных операций.

УТВ ИП-5 Связь (-алгебр с отображениями. Пусть f:X(Y – произвольное о. Обозначим для N(((Y) :   f -1(N) = {f –1(N) ( N(N}(((X) – прообраз системы множеств N. Тогда:

1. B - (-алгебра в Y  ( f -1(B) - (-алгебра в Х.

2. A - (-алгебра в Х  (  B = {B(Y ( f –1(B) ( A} - (-алгебра в Y
3. Для любой системы N(((Y) имеет место равенство: ([f -1(N)] = f –1[((N)].
УТВ ИП-6 И.п. и и.ф. образуют категорию (.

УТВ ИП-7 Критерий измеримости ф.
f :<X, A> ( <Y, B> измерима ( (M(((Y) ( f -1(M)(A & ((M) = B.

УТВ ИП-8 Критерий измеримости вещественной ф.

f :<X, A> ( <R, B = (((O)> измерима    (     f -1(M)(A для одного (любого) из подмножеств M в УТВ ИП-4.

Например, M = {(-(, c) ( c(R}; f -1(-(, c) = {x( f(x) < c} = {f < c} - м. Лебега ф. f (
f - измерима ( ее м. Лебега измеримо для ( с.

Можно рассматривать и другие м. Лебега: {f ( c}, {f ( c}, {f ( c}, {a ( f ( b}, и т.д.

М. ((X, R) вещественных измеримых ф. чрезвычайно велико:

УТВ ИП-9 Арифметические операции ( + , - , ( , ( , умножение на число, ( ( (, max (( , () ) не выводят из  ((X, R) (( , в частности, ((X, R) - л.п.).

УТВ ИП-10 Поточечный предел последовательности измеримых функций измерим (т.е. предельный переход тоже не выводит из ((X, R)).

УТВ ИП-11 Примеры вещественных измеримых ф.

1( (X = <X, (> -т.п. & ( ( A - (-алгебра в Х) ( ( непрерывная ф. f:X(R измерима.

[image: image2.wmf]В частности, непрерывная ф. f:R(R измерима.

2( f:R(R дифференцируема ( f, f (:R(R измеримы.

[image: image3.wmf]3( Характеристическая ф.               1, x ( E

                                           (E (x) =  

                                                          0, x ( E

измерима ( Е - измеримо.

4( Простая ф. f = (fn(En , где fn различны и, следовательно, En = f -1(fn) дизъюнктны, измерима ( En измеримо ( n.

УТВ ИП-12 Теорема об аппроксимации измеримой функции простыми измеримыми функциями

f:X(R измерима ( ( {fn:X(R} простых измеримых функций ( ((f - fn((sup ( 0 (n(()

Умения

УМ ИП-1. Определить, является ли данное подмножество M ( ((X) (-алгеброй в X?

УМ ИП-2. Доказать, что данное подмножество в R является борелевским.

УМ ИП-3. Доказать измеримость данной функции.

УМ ИП-4. Доказать данное утверждение.

Примеры

ПР ИП-1.1. Определить, явяляется ли данное подмножество 

( = {(, X, {x1, x2}, {x3}}( ((X={x1, x2, x3}) (-алгеброй в X?

Решение. 1( ((( ; 2( A ( ( ( X \ A ( ( ; 3( An((, n(N ( (An ( ( (
ПР ИП-1.2. Определить, явяляется ли данное подмножество 

( = {(, X, {x1, x2}, {x1}}( ((X={x1, x2, x3}) (-алгеброй в X?

Решение. 1( ((( ; 2( A = {x1, x2}( ( ( X \ A = {x3} ( ( =(определение (-алгебры)( ( не является (-алгеброй (
ПР ИП-2. Доказать, что м. рациональных чисел Q ( R, является борелевским.

Решение. М. Q счетно =(счетное объединение измеримых м. измеримо)( Q = {x1, x2, x3, ..., xn, ...} = (xn ( B , т.к. одноточечное м. является борелевским, как дополнение к открытому (следовательно, борелевскому м.), xk = R\ ((-(, xk)((xk, +()).

ПР ИП-3. Доказать измеримость функции (f(, если вещественная ф. f измерима.

Решение. М. Лебега ф. (f( {x(R( (f( < c} = {f < c} ( {f > - c} - измеримо в силу УТВ ИП-1,8(
ПР ИП-4. Доказать утверждение ИП-5.1. B - (-алгебра в Y  ( f -1(B) - (-алгебра в Х ?

Решение. 1. (( f -1(B)? В - (-алгебра ( (( В =(определение прообраза с. м.)( f –1(()( f -1(B), но f –1(() = {x(X ( f(x)((} = (, следовательно, (( f -1(B) !  
2. A ( f -1(B) =(определение прообраза с. м.)( A = f –1(B), B( B =( В - (-алгебра в Y)( Y\B( В & 
f –1(Y\B) ( f -1(B), но f –1(Y\B) =(свойства прообраза)= f –1(Y) \ f –1(B) = X\A, следовательно 
X\A ( f -1(B)!

3. An ( f -1(B) =(определение прообраза с. м.)( An = f –1(Bn), Bn ( B =( В - (-алгебра в Y)( 
(Bn ( В & f –1((Bn) ( f -1(B), но f –1((Bn) =(свойства прообраза)= (f –1(Bn) = (An, следовательно 
(An ( f -1(B)(
Задания для самостоятельного решения

1.1. (1Б) <X, A> - и.п. Доказать, что не более чем счетное пересечение измеримых м. измеримо.

1.2.  <X, (> - и.п. Доказать: A,B ( ( ( A\B ( (.
1.3.  <X, A(> - и.п. для ((. Доказать, что (А(- (-алгебра в Х.

1.4.  <X, A> - и.п. Доказать, что Х измеримо, и что конечное объединение измеримых м. измеримо.
1.5.  Доказать мнотонность оператора (:((((X))(((((X)) : N ( M ( ((N) ( ((M)

2.1.  (2Б) Доказать, что борелевская (-алгебра B = ((M), где M = {[a, +() ( a (R}.

2.2.  Доказать, что борелевская (-алгебра B  = ((M), где M = {[a, b] ( a,b (R}.

2.3.  Доказать, что борелевская (-алгебра B = ((M), где M = {[a, b) ( a,b (R}.

2.4.  Доказать, что борелевская (-алгебра B = ((M), где M = {(a, b] ( a,b (R}.
2.5.  Доказать, что борелевская (-алгебра B = ((M), где M = {(a, +() ( a (R}.

2.6.  Доказать, что борелевская (-алгебра B = ((M), где M = {(-(,b) ( b (R}.

2.7.  Доказать, что борелевская (-алгебра B = ((M), где M = {(-(,b] ( b (R}.

2.8.  Доказать, что (a,b], [a,b), [a,b] – борелевские множества.

2.9.  Доказать, что счетное подмножество в Rn является борелевским.

2.10. Доказать, что одноточечные подмножества в Rn являются борелевскими.

2.11. Доказать, что произведение измеримых вещественных ф. измеримо.

2.12. Доказать измеримость sup последовательности измеримых вещественных ф.

2.13. Доказать измеримость inf последовательности измеримых вещественных ф.

2.14. Пусть ф. f:<X,A> ( R измерима и f(x)(0 (x(X. Доказать, что ф. 1/f  измерима.

2.15. Написать каноническое представление для простой функции f(x) = sign x.

2.16. Доказать, что м. всех измеримых ф. f:<X, A> ( <R, B> является л.п.

2.17. Доказать, что частное f/g (g(x)(0 (x) измеримых ф. измеримо.

2.18. Доказать, что композиция измеримых функций измерима.

2.19. Доказать свойства характеристических ф.: 1) (А + (В = (А(В + (А(В; 2) (X\A = 1 - (A.

2.20. Доказать, что характеристическая ф. (Е(.) измерима ( м. Е измеримо.

2.21. Пусть <X, A> - и.п., А = ((Х). Какие функции f: <X, A>(<R, В> измеримы?

2.22. Пусть <X, A> - и.п., А = {(, Х}. Какие функции f: <X, A>(<R, В> измеримы?

3.1. (3Б) Доказать, что м. всех простых измеримых ф. f:<X, A> ( <R, B> является л.п.

3.2. Пусть  <X, A> - и.п., Е(А. Доказать, что АЕ = {A(E ( A(A} - (-алгебра в Е.

3.3. Пусть f:<X,(X> ( <Y, (Y> - непрерывное отображение т.п. и пусть A ( BX = (((X). Доказать, что ф. f:<X, A> ( <Y, BY> измерима.

3.4. Доказать, что измеримые пространства и измеримые ф. образуют категорию.
3.5. Пусть f:X(Y – произвольное отображение, В - (-алгебра в Y. Доказать, что f -1(B) = {f -1(B) ( B(B} - (-алгебра в X.

3.6. Пусть Х – произвольное м., А ( Х. (({A}) = ? Показать, что (({A}) = (({Х\A}).

4.1. (4Б) Пусть ф. f , g : <X, A>(<R, В> измеримы. Доказать, что функция 
((x) = <f(x) , g(x)> : <X, A>(<R2, В(B> измерима.

4.2. Пусть fn:X(R измеримы (n(N; g(x) = (lim fn(x) = limn(( supk(n fk(x) < ( (x. Доказать, что g измерима.

4.3. Пусть {fn:X(R}- произвольная последовательность измеримых ф. Доказать, что м. тех точек x(X, для которых ( конечный предел lim fn(x), измеримо.

4.4. Пусть f : X(R – измеримая ф. Доказать, что ее положительная часть f + = max (f, 0) измерима.
4.5. Пусть f : X(R – измеримая ф. Доказать, что ее отрицательная часть f - = - min (f, 0) измерима.

4.6. Пусть f:X(Y – произвольное отображение, А - (-алгебра в X. Доказать, что 
B = {B(Y ( f -1(B)(A} - (-алгебра в Y.

4.7. Пусть f:X(Y – произвольное отображение, N ( ((Y). Доказать, что ((f –1(N)) = f –1(((N)).

4.8. Пусть ф. f:Rn(R непрерывна, gk:R(R – измеримые вещественные ф., k({1,2,…n}. Доказать, что ф. h(x) = f [g1(x), g2(x), … ,  gn(x)] измерима.

4.9. Доказать, что если f :R(R дифференцируема, то f :R(R и f (:R(R измеримы.
Доказательства теорем

УТВ ИП-12 Теорема об аппроксимации измеримой функции простыми измеримыми функциями

f:X(R измерима ( ( {fn:X(R} простых измеримых функций ( ((f - fn((sup ( 0 (n(()

Доказательство. ( ? Следует из УТВ ИП-10 и того факта, что равномерно сходящаяся последовательность сходится поточечно.

[image: image4.wmf]( ? Рассмотрим м. Amn = {x(X ( m/n ( f(x) < (m+1)/n} = f -1 [m/n, (m+1)/n), m(Z, n(N. (фиксированного n Amn измеримы (?), дизъюнктны (?) и (( m(Z Amn = X =(опр. простой ф.)( (n fn(x) = ( m(Z (m/n)(Amn(x) - простые функции =( Amn измеримы)( fn измеримы.

Далее, (x(X (fn(x) - f(x)( = ((m/n) - f(x)( < 1/n =(по определению sup-нормы)(((f - fn((sup ( 0 (n(()(
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